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Игры с неопределенными факторами

Информационная теория иерархических систем

· Уточнение модели операции

· Субъективное и объективное описания конфликта

· Целесообразность централизации:
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· Черниченко, Овечкин
· Разнообразие постановок задач

· Три подхода к формализации

· Задача синтеза оптимального информационного расширения

Параметрическая постановка

В общем случае, моделируя конфликт с двумя участниками, мы должны давать два субъективных описания, отражающих степень информированности каждой из сторон. Иногда удобно
 вводить и объективное описание. В рассматриваемой нами модели оно будет представлять собой обычную игру двух лиц в нормальной форме Г=<U1,U2,g1,g2>.

С позиций первого игрока (оперирующей стороны) конфликт описывается следующим образом. Ему точно известны оба множества управлений U1 и U2, а также собственная функция выигрыша g1. А функция выигрыша противника ему известна лишь с точностью до некоторого параметра, то есть известно некоторое множество A и функция 
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 такие, что для некоторого (0(A выполняется равенство h(u1,u2,()=g(u1,u2). Само значение (0 оперирующей стороне не известно.
Субъективное описание конфликта с точки зрения второго игрока будем считать следующим. Ему известны все «объективные» параметры конфликта, то есть множества U1 и U2 и функции g1 и g2. Кроме того, ему известна и степень информированности первого игрока, то есть множество A и функция h.

Опишем один из оптимальных способов обмена информацией между игроками. Первый игрок самостоятельно может узнать, какое управление выбрал его партнер. Кроме того, второй игрок обязан сообщить оперирующей стороне некоторое значение параметра ((A. Это сообщение воспринимается первым игроком как сообщение об истинном значении параметра (0, достоверность которого оперирующая сторона не в состоянии оценить, по крайней мере в момент принятия решений.
Теперь зададим принцип оптимальности оперирующей стороны. Будем считать, что первому игроку точно известно, что его противник осторожен и всегда ориентируется на наихудшее для него значение неопределенного фактора. Оперирующая сторона делает свой выбор первой, и сообщает о нем противнику частичную информацию, искусственно вводя некоторую неопределенность. При этом, зная о реакции на такое сообщение второго игрока, оперирующая сторона старается максимизировать свой гарантированный результат.
Формально все это описывается следующими конструкциями. Множество стратегий первого игрока *U1=((U1(A(A,U1)(A. Множество стратегий второго игрока *U2=U2(A. Если первый игрок выбрал стратегию 
[image: image5.wmf]%

1

*

(,)

uu

g

=

, где 
[image: image6.wmf]%

21

(,)

uUAAU

ÎF´´

 а ((A, а второй игрок выбрал стратегию *u2=(v,(), где v(U2 а ((A, то в игре реализуется ситуация 
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 соответственно. Таким образом, определена новая игра *Г с неопределенным фактором.
Определим множество рациональных ответов B(*u1,() второго игрока на стратегию 
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. Пусть 
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 – функция, принимающая неотрицательные значения и удовлетворяющая условиям: 
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 для всех 
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. Положим  
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, если максимум в этом выражении достигается, и 
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 в противном случае. 

Гарантированный результат первого игрока равен 
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**

112

***

(,)

infinf(,)

A

uBu

guu

a

a

Î

Î

. Его оперирующая сторона стремится максимизировать.
· Нарушение принципа Гермейера!

Еще раз остановимся на содержательной интерпретации введенных конструкций. Оперирующая сторона первой выбирает свою стратегию 
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. Второй игрок, зная эту функцию, но не зная параметра ( максимизирует свой гарантированный результат. Ориентируясь на такое поведение партнера, первый игрок в свою очередь стремится максимизировать свой гарантированный выигрыш.
В дальнейшем будем считать, что множества U1,U2 и A компактны, а функции g1 и h непрерывны. 

Введем следующие обозначения 
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(В силу определения 
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Замечание. Чтобы каждый раз не оговаривать особо вырожденные частные случаи, будем пользоваться следующим удобным соглашением: если X=(, то 
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. При этом символ ( означает просто очень большое число. В следующей теореме это число может быть выбрано равным 
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. В других случаях смысл этого обозначения ясен из контекста.
Теорема. В сформулированных условиях максимальный гарантированный результат 
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 первого игрока равен 
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· Нерегулярность в параметрическом случае может стать типичной
Доказательство. Фиксируем произвольное число (>0. Для каждого (((0 фиксируем произвольное решение (uK((),vK(()) неравенства g(u,v)>K(()–(, принадлежащее множеству D((). Положим H={v((): (((0}. Определим также функции 
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Определим функцию 
[image: image39.wmf]%

0

(),

если(),

(,,)(),

если\,или,но(),

(,)

вовсехостальныхслучаях.

KK

MK

P

uvv

uvuvvEHvEHvv

uv

tt

tgt

g

=

ì

ï

=ÎÎ¹

í

ï

î

I

 Покажем, что при любом ( пара 
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 гарантирует первому игроку получение выигрыша 
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Для этого оценим множество рациональных ответов второго игрока. Рассмотрим два случая.

Пусть сначала (0(A0. Если второй игрок выберет стратегию 
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 и второй игрок получит выигрыш 
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и такая стратегия не может принадлежать множеству рациональных ответов 
[image: image53.wmf]1

*00

(,)

Bu

a

. 
Пусть теперь (0(A1. Если второй игрок выберет стратегию 
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. Поэтому множество 
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(строгое неравенство здесь выполняется потому, что v(E((0)). Значит, такая стратегия опять не может принадлежать 
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Итак, в любом случае множество 
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Имеем 
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Теперь 
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А g1(uK((),vK(())≥K(()–(, поэтому 
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. Следовательно, 
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Тем более 
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 А поскольку ( выбиралось произвольно, имеет место неравенство 
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 Остается заметить, что в силу определения множеств A0 и A1 выполняются равенства 
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· Картинка

Для завершения доказательства достаточно доказать, что 
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 Это вытекает из теоремы следующего раздела.

Оптимальное расширение

Стандартные определения без труда переносятся на случай игр с неопределенными факторами.

Определение. Игрой двух лиц в нормальной форме с неопределенным фактором называется набор Г=<U1,U2,A,g1,h>, где U1 и U2 – множества управлений первого и второго игроков соответственно, A – множество неопределенных факторов, 
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 – функция выигрыша первого игрока, а 
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 функция, описывающая представления первого игрока о целях второго.

Такая модель есть субъективное описание конфликта с позиций оперирующей стороны (первого игрока). Согласно пятому методологическому принципу Ю.Б. Гермейера в правильно построенной модели должно существовать такое (0, что функция g2(u1,u2)=h(u1,u2,() описывает истинные цели второго игрока. Однако формально мы этого не требуем.
Определение. Говорят, что игра *Г=<*U1,*U2,A,*g1,*h> является квазиинформационным расширением игры Г=<U1,U2,A,g1,h>, если задан набор <(,c1,c2> функций (:*U1(*U2(U1(U2 и ci:Ui(*Ui, удовлетворяющий следующим двум аксиомам:

а) *g1(*u1,*u2)=g1(((*u1,*u2)), *h(*u1,*u2,()=h(((*u1,*u2),();

б) (i(*u(ci(ui))=ui для всех i(N, *u(*U1(*U2, ui(Ui (здесь (i обозначает композицию отображения ( с проекцией декартова произведения U1(U2 на сомножитель Ui.)
В игре Г=<U1,U2,A,g1,h> с неопределенным фактором определим множество рациональных ответов B(u1,() второго игрока на стратегию u1 следующим образом. Пусть 
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 – функция, принимающая неотрицательные значения и удовлетворяющая условиям: 
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 для всех u1 и ( и, кроме того, 
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 достигается. Положим  
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, если максимум в этом выражении достигается, и 
[image: image80.wmf]{

}

2

1221211

(,):(,,)sup(,,)(,)

vU

BuuUhuuhuvu

aaada

Î

=Î>-

 в противном случае. 

Гарантированный результат первого игрока равен 
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. Его оперирующая сторона стремится максимизировать.
Теорема. В любом квазиинформационном расширении *Г=<*U1,*U2,A,*g1,*h> рассматриваемой игры Г=<U1,U2,A,g1,h> первый игрок не может гарантированно получить результат больший, чем 
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Доказательство. Нам нужно доказать, что 
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 Мы докажем, что даже 
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 По существу тем самым задача сводится к уже исследованному вопросу о максимальном гарантированном результате в играх без неопределенных факторов.
Вновь фиксируем произвольное число (>0 и выберем (1 так, что 
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 Пусть 
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 – произвольная стратегия первого игрока. Определим v1 условием 
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 и рассмотрим стратегию 
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. Возможны два случая.
Если 
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, то найдется такая стратегия *u2(B(*u1,(1), что 
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Если же 
[image: image93.wmf]%

1

2

1111

((,,),,)maxmin(,,)

uU

vU

huvvhuv

tgaa

Î

Î

=

, то все множество с2(E((1)) содержится в B(*u1,(1). Поэтому 
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В любом случае 
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Так как 
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*

u

– любая стратегия, отсюда следует, что 
[image: image97.wmf]{

}

21

11

**1

**

112

***

(,)

supinf(,)infmax(),(),

A

uBu

uU

guuKM

a

a

aae

Î

Î

Î

£+

 и уж тем более 
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 Поскольку ( может быть выбрано сколь угодно малым, нужное неравенство, а с ним и теорема доказаны.
Кодирование информации

В данном разделе будем предполагать, что рассматриваемая игра с неопределенным фактором удовлетворяет следующим двум дополнительным условиям:

а) множество неопределенных факторов A конечно;

б) множество управлений второго игрока U2 не содержит изолированных точек.
Вернемся к доказательству первой теоремы данной лекции. Построенная там (-оптимальная стратегия 
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 содержит функцию 
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, которая, вообще говоря, существенно зависит от  второго аргумента (. В самом деле, может случиться, что для различных элементов (1 и (2 множества A0 выполняется равенство  vK((1)=vK((2), но uK((1)(uK((2). Тогда 
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Правда, при построении этой стратегии использовался некий произвол, который при выполнении условий а) и б) позволяет построить (-оптимальную стратегию, которая от этого аргумента зависеть не будет.

В самом деле, для каждого ((A0 множество D(() не пусто. Значит, множество O((,()={(u1,u2)(U1(U2: g2(u1,u2)>L((), g1(u1,u2)>K(()–(} открыто и содержит, по крайней мере, одну точку (uK((),wK(()). В силу предположения б) найдется бесконечно много точек v таких, что пары (uK((),v) будут принадлежать O((,(). Поэтому, если множество A конечно, можно выбрать такие точки vK(() (((A0), что (uK((),vK(())(D(() для всех ((A0 и vK((1)(vK((2) при (1((2. Построенная с использованием этих пар функция 
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 будет обладать всеми свойствами, которые использовались при доказательстве первой теоремы данной лекции, но уже не будет зависеть от аргумента (. Таким образом, условие 
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 корректно определяет функцию 
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Рассмотрим новое квазиинформационное расширение <#Г,#(,#c1, #c2> исходной игры Г, определенное следующим образом. Множество стратегий первого игрока *U1=((U1(A,U1)(A. Множество стратегий второго игрока *U2=U2. Если первый игрок выбрал стратегию 
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 а ((A, а второй игрок выбрал стратегию *u2=v, то в игре реализуется ситуация 
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. Отображения  #c1, #c2 и функции выигрыша в новой игре определяются стандартным образом.
Определенная во втором разделе игра *Г является не только квазиинформационным расширением исходной игры Г, но и квазиинформационным расширением игры #Г. Соответствующие отображения *(, *c1 и *c2 строятся следующим образом. Фиксируем произвольный элемент (0 и положим *c2(u2)=(u2,(0). Отображение *c1 ставит в соответствие стратегии 
[image: image108.wmf]$

1

#

(,)

uu

g

=

, в которой 
[image: image109.wmf]$

21

(,)

uUAU

ÎF´

 стратегию 
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, где функция 
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 определена условием 
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. Определим отображение c:U1(U2(#U1(#U2 равенством c(u1,u2)=(c1(u1),c2(u2)) и положим *((*u1,*u2)=c(((*u1,*u2)). Непосредственно проверяется, что все аксиомы определения квазиинформационного расширения выполнены.
Построенная в этом разделе (-оптимальная стратегия *u1 в игре *Г очевидно принадлежит множеству *c1(#U1), то есть для некоторой стратегии #u1 выполняется равенство *u1=*c1(#u1). А значит, стратегия #u1 гарантирует первому игроку в игре #Г выигрыш никак не меньший того, который гарантирует стратегия *u1 в игре *Г. 

Но расширение *u1 в игре *Г – одно из наилучших с точки зрения первого игрока, значит, таким же является и расширение #Г.

Рассуждения данного раздела могут быть практически без изменений проведены и при более общих предположениях, чем условия а) и б). А именно, достаточно потребовать, чтобы каждое открытое подмножество множества U2 имело мощность большую или равную мощности множества A. Правда, при этом в качестве оптимальной стратегии мы, скорее всего, получим «дикую» функцию вроде той, которая осуществляет взаимно однозначное соответствие между точками отрезка и точками квадрата. Понятно, что такие «стратегии» не имеют практического значения. Поэтому приходится признать, что в таком случае рассматриваемая нами модель перестает быть адекватной моделируемому конфликту. Этот факт выглядит довольно неожиданно.
Совсем отказаться от предположений а) и б) нельзя, как показывает

· Дискуссия Пуанкаре–Ляпунов

Пример. Пусть U1={–1,1}, U2={0,1}, A={–1,1}, g1(u1,u2)=(u1(+u2, h(u1,u2)=( u1u2 (параметр ( не известен первому игроку).
Рассмотрим функцию 
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. Если первый игрок выберет стратегию 
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 в игре *Г, а его партнер – стратегию (1,(), то второй игрок получит выигрыш равный 1. А при выборе стратегии (0,() второй игрок заведомо получает нулевой выигрыш. Таким образом, любой рациональный ответ второго игрока на стратегию 
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 имеет вид (1,(), и при этом первый игрок получает максимальный возможный выигрыш 2.
С другой стороны, при любой стратегии 
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 в игре #Г может оказаться, что 
[image: image117.wmf]$
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, и тогда второй игрок, чтобы избежать отрицательного выигрыша, вынужден будет выбрать стратегию u2=0, а в этом случае первый игрок получит всего 1.
Децентрализация

Обсудим еще одну интересную интерпретацию идей, заложенных в доказательство первой теоремы данной лекции. Формально выбор параметра ((A является управлением второго игрока. Однако этот параметр не входит явно в функции выигрыша игроков. По сути, он используется для выбора вторым игроком управления первого игрока, правда лишь из множества 
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 и при условии, что он сам выберет управление u2=vK((). Таким образом, первый игрок переваливает на плечи партнера все тяготы, связанные с переработкой информации о неопределенном факторе ((A, делегируя ему при этом часть своих полномочий по выбору управлений.
Все это может быть формализовано с помощью другого квазиинформационного
 расширения, построенного следующим образом.

Пусть S(X) обозначает семейство всех подмножеств множества X. Положим *U1=S(U1(U2)(((U2(A,U1)(A, *U2=U1(U2. Проекцию (: *U1(*U2(U1(U2 определим условием 
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где 
[image: image120.wmf]%
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 – стратегия первого игрока, а *u2=(u,v) – стратегия второго игрока. Для любого элемента u1(U1 обозначим d(u1) функцию, принадлежащую классу ((U2(A,U1) и тождественно равную u1. Вложение c1:U1(*U1 определим условием c1(u1)=((,d(u1),(0), где (0 – некоторый фиксированный элемент множества A. Фиксируем произвольный элемент ((U1 и определим вложение c2:U2(*U2 равенством c2(u2)=((,u2). Функции выигрыша *g1 и *u2 зададим с помощью определения квазиинформационного расширения.
Содержательно эти конструкции интерпретируются следующим образом. Первый игрок предоставляет право своему партнеру выбрать произвольный исход из множества W. Если второй игрок действительно делает такой выбор, то он становится окончательным. Если же он выбирает исход (u1,u2) не принадлежащий W, то, зная выбранное вторым игроком управление u2, первый игрок сам выбирает свое управление u1.
Если мы стандартным образом определим множества рациональных ответов второго игрока на стратегию первого и максимальный гарантированный результат первого игрока, то получим задачу, вполне эквивалентную рассмотренной выше. В частности, легко сообразить, что (-оптимальной будет в новом квазиинформационном расширении будет следующая стратегия первого игрока: 
({(uK((),vK(()): ((A0}
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Интервальная постановка

Рассмотрим еще одну интересную в прикладном плане постановку задачи. Фиксируем субъективное описание конфликта с точки зрения оперирующей стороны (первого игрока).

Ему точно известны оба множества управлений U1 и U2, а также собственная функция выигрыша g1. А про критерий g2 второго игрока ему известно лишь, что он непрерывен и при всех u1(U1 и u2(U2 выполняется неравенство f(u1,u2)(g2(u1,u2)(h(u1,u2), где f и h – известные оперирующей стороне непрерывные функции.
Формально новая постановка вкладывается в рассмотренную ранее, если положить множество неопределенных факторов равным 
[image: image122.wmf]{
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. Однако в нетривиальных случаях множество A оказывается слишком сложным, чтобы найденное выше решение можно было считать конструктивным. К счастью, специфика рассматриваемой задачи позволяет найти другое решение, которое в вычислительном плане гораздо проще. Его поиску и будет посвящен данный раздел. Определение максимального гарантированного результата на данный случай конкретизируется следующим образом.
В предположении, что интересы второго игрока описываются функцией g(A  определим множество рациональных ответов B(u1,g) второго игрока на стратегию u1 следующим образом. Пусть 
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 – функция, принимающая неотрицательные значения и удовлетворяющая условиям: 
[image: image124.wmf]1
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 для всех u1 и g и, кроме того, 
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 достигается. Положим  
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, если максимум в этом выражении достигается, и 
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 в противном случае. 

Гарантированный результат первого игрока равен 
[image: image129.wmf]21
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. Его оперирующая сторона стремится максимизировать.
Рассмотрим квазиинформационное расширение *Г=<{1,2},*U1,*U2,*g1,*g2> игры Г=<{1,2},U1,U2,g1,g2>, определенное следующим образом. Пусть *U1 – семейство всех точечно-множественных отображений, ставящих в соответствие элементу u2(U2 непустое подмножество множества U1, а *U2 – множество всех пар 
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 функция, ставящая в соответствие подмножеству W множества U1 элемент 
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 множества W. Проекцию ( определим условием ((*u1,*u2)=
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. Пусть отображение c1 ставит в соответствие элементу u1 точечно-множественное отображение, тождественно равное {u1}. Зафиксируем функцию ( отображающую семейство всех непустых подмножеств множества U1 в множество U1, удовлетворяющую условию ((W)(W для всех W(U1. Определим отображение c2, положив c2(u2)=(u2,(). Функции выигрыша определим условиями *gi(*u1,*u2)=gi(((*u1,*u2)).

Содержательный смысл приведенных конструкций следующий. Первый игрок, зная выбранное партнером управление v, выбирает множество W(U1 и предоставляет право окончательного выбора управления u1 из него своему партнеру. Второй игрок, зная решение первого, выбирает управление u1 первого игрока из указанного ему подмножества.
Пусть l – произвольное действительное число. Введем следующие обозначения.

D(l)={(u1,u2)(U1(U2: f(u1,u2)≥l}, 
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Теорема. Максимальный гарантированный результат первого игрока в рассматриваемом квазиинформационном расширении *Г=<{1,2},*U1,*U2,*g1,*g2> равен 
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· Картинка
Доказательство. Фиксируем произвольное число (>0 и выберем число l0 так, что 
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Выберем точку 
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Пусть 
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Оценим множество 
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Пара 
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Далее, так как точка 
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 (последнее неравенство следует из включения 
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 (строгое неравенство выполняется так как 
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Итак, если стратегия 
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Обратное неравенство 
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вытекает из следующей теоремы.

Теорема. Пусть #Г=<{1,2},#U1,#U2,#g1,#g2> – произвольное квазиинформационное расширение игры Г. Максимальный гарантированный результат первого игрока в игре #Г не превосходит величины 
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Доказательство. Требуется доказать, что 
[image: image186.wmf]21

11

##

##

112

###

(,)

supinfinf(,)supmin{(),()}

gA

uBug

l

uU

guuKlMl

Î

Î

Î

Î

£

¡

. Пусть 
[image: image187.wmf]1

#0

u

 – произвольная стратегия первого игрока, и 
[image: image188.wmf]2222

####

1212

0##0##0#

sup(,)sup((,))

uUuU

lfuufuu

p

ÎÎ

==

. Очевидно, достаточно доказать, что 
[image: image189.wmf]21

##0

112

##0#00

(,)

infinf(,)min{(),()}

gA

uBug

guuKlMl

Î

Î

£

. Доказательство разобьем на несколько шагов.
1. Докажем, что 
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· Картинка

Допустим противное. Тогда найдется такое (>0, что для всех 
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Множество F={(u1,u2)(U1(U2: g1(u1,u2)≥K(l0)+(} задается нестрогим неравенством, в левой части которого стоит непрерывная функция. Поэтому оно замкнуто. Кроме того, оно содержится в компактном множестве U1(U2, следовательно, оно само компактно. Значит, непрерывная функция f достигает на нем своего максимума l1 в некоторой точке 
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Величина l1<l0. В самом деле, иначе 
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Таким образом, мы получили, что для всех 
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2. Определим функцию g условием 
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· Картинка
Докажем, что 
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В силу определения величины l0 выполняется равенство 
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Выберем произвольный элемент 
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Так как элемент 
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3. Подведем итоги. В силу результата первого шага, 
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· Пример: 
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· Результат для игры Г2.

· О доказательствах

Аксиоматическая постановка

· Правила аукциона

· Диверсификация заявки

· Осторожность

· Монотонность

· Результат

· Модель распределения ресурсов в банке (по лекции в МОГУ).

Задачи

1. Приведите пример функций g:U(V(R и h:U(V(((R, определенных на конечных множествах U, V и (, для которых 
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2. Приведите пример функций g:U(V(R и h:U(V(((R, определенных на конечных множествах U, V и (, для которых 
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